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Μάθηµα - Χώροι µε Νόρµα, ∆ιαχωρισιµότητα

΄Ασκηση 1. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και x, y ∈ X.

(α΄) Να δείξετε ότι οι µπάλες του X είναι κυρτά σύνολα και να ϐρεθούν οι διάµετροί τους.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.

(γ΄) Να δειχθεί ότι η νόρµα είναι συνεχής συνάρτηση. Είναι οµοιόµορφα συνεχής ;

(δ΄) Να δειχθεί ότι ‖x‖ ≤ max{‖x− y‖, ‖x+ y‖}.

(ε΄) Να δείξετε ότι µια ευθεία στον X δεν µπορεί να τέµνει τη µοναδιαία σφαίρα σε ακριβώς τρία
σηµεία.

(στ΄) Ισχύει ότι κάθε ευθεία στον X τέµνει τη µοναδιαία σφαίρα σε το πολύ δύο σηµεία ;

΄Ασκηση 2. (α΄) Να αποδείξετε ότι ένας χώρος µε νόρµα (X, ‖ · ‖), µε X 6= {0}, δεν έχει µεµονω-
µένα σηµεία και δεν είναι ποτέ συµπαγής.

(ϐ΄) Να δείξετε ότι η µοναδιαία σφαίρα του `∞ αποτελεί παράδειγµα κλειστού και ϕραγµένου
συνόλου το οποίο δεν είναι συµπαγές. (Υπόδειξη : Για τη συµπάγεια, αρκεί να ϐρείτε ακολουθία στο

S`∞ χωρίς συγκλίνουσα υπακολουθία.)

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X διανυσµατικός χώρος και B = {bi : i ∈ I} µια Hamel ϐάση του. Για κάθε
x ∈ X µε x =

∑
i∈F

λibi ορίζουµε ‖x‖1 =
∑
i∈F
|λi|.

(α΄) Να δειχθεί ότι η ‖ · ‖1 αποτελεί νόρµα.

(ϐ΄) Αν η B είναι υπεραριθµήσιµη, να δειχθεί ότι ο (X, ‖ · ‖1) δεν είναι διαχωρίσιµος.

΄Ασκηση 4. (i) Να δειχθεί ότι ο c0 είναι διαχωρίσιµος. (Υπόδειξη : (c00, ‖ · ‖∞) = c0.)

(ii) Να δειχθεί ότι οι χώροι (`p, ‖ · ‖∞) για 1 ≤ p <∞ είναι διαχωρίσιµοι.

(iii) (α΄) Να δείξετε ότι κάθε χώρος µε νόρµα µε αριθµήσιµη ϐάση Hamel είναι διαχωρίσιµος.

(ϐ΄) ΄Εστω Λ το υποσύνολο του c το οποίο αποτελείται από τις τελικά σταθερές ακολουθίες. Να
δειχθεί ότι το Λ είναι υπόχωρος και να ϐρεθεί µια Hamel ϐάση του.

(γ΄) Να δείξετε ότι ο χώρος των συγκλινουσών ακολουθιών c είναι διαχωρίσιµος. (Υπόδειξη : Ο

Λ είναι πυκνός στον c.)

΄Ασκηση 5. (i) ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος µε νόρµα και BX η µοναδιαία µπάλα του. Να δειχθεί ότι
για κάθε x ∈ X υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε λx ∈ BX .

(ii) Θεωρείστε τον RN εφοδιασµένο µε τη νόρµα ‖ · ‖1. Να δείξετε ότι

(α) BRN = co{±e1, . . . ,±eN}.
(ϐ) Αν A ⊆ RN κυρτό µε την ιδιότητα ότι για κάθε x ∈ RN υπάρχει λ > 0 τέτοιο ώστε λx ∈ A,

τότε το 0 αποτελεί εσωτερικό σηµείο του A.


